
ポテンシャル流
２次元のケース 
複素関数論



流れの解析手順

f =Φ+ iΨ
●複素速度ポテンシャル

●渦なし条件

●ベルヌーイの式

u = gradΦ

1
2
u 2 + p

ρ
= const

●複素速度
df
dz

= u − iv



解1（線形関数）
複素速度ポテンシャル

f =Uz =Ux + iUy

Φ =Ux
速度ポテンシャル

Ψ =Uy
流れ関数

∂2Φ
∂x2

+ ∂2Φ
∂y2

= 0を満足する。



p = const

微分

1
2 u

2 +
p
ρ
= const

ベリヌーイの定理

f =Uz

df
dz

= u − iv =U u =U, v = 0
一様流れ



流線と速度ベクトル速度ポテンシャルと速度ベクトル



解2（冪関数）
複素速度ポテンシャル

f = Azn     n ≥ 0
速度ポテンシャル
Φ = Arn cosnθ

流れ関数
Ψ = Arn sinnθ

を満足する。
1
r
∂
∂r

r ∂Φ
∂r

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟+

1
r2

∂2Φ
∂θ 2

= 0



微分
f = Azn

df
dz

= u − iv = nAzn−1

u = nArn−1 cos n −1( )θ
v = −nArn−1 sin n −1( )θ

vr =
∂Φ
∂r

= nArn−1 cosnθ

vθ =
1
r
∂Φ
∂θ

= −nArn−1 sinnθ

極形式



角を回る流れ
vr =

∂Φ
∂r

= nArn−1 cosnθ

vθ =
1
r
∂Φ
∂θ

= −nArn−1 sinnθ

θstream = π / n
0 ≤ n <1

θstream = π / n
1≤ n

特異点
現実には粘性効果もあり剥離点



vr =
∂Φ
∂r

= nArn−1 cosnθ

vθ =
1
r
∂Φ
∂θ

= −nArn−1 sinnθ
1≤ n

ベリヌーイの定理
1
2
u 2 + p

ρ
=
1
2
02 + p0

ρ

p = p0 −
1
2 n

2A2ρr 2n−2



速度ポテンシャルと速度ベクトル 流線と速度ベクトル

圧力と速度ベクトル

n=2



解3（対数関数）
複素速度ポテンシャル

を満足する。
1
r
∂
∂r

r ∂Φ
∂r

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟+

1
r2

∂2Φ
∂θ 2

= 0

f = iκ log z = −κθ + iκ log r
速度ポテンシャル

Φ = −κθ
流れ関数
Ψ =κ log r



微分
f = iκ log z

df
dz

= u − iv = iκ
z

u = κ
r
sinθ

v = −κ
r
cosθ

極形式

vr =
∂Φ
∂r

= 0

vθ =
1
r
∂Φ
∂θ

= −κ
r

渦糸



vr =
∂Φ
∂r

= 0

vθ =
1
r
∂Φ
∂θ

= −κ
r

ベリヌーイの定理
1
2
u 2 + p

ρ
= 1
2
0 2 + p∞

ρ

p = p∞ −
1
2
ρ κ

2

r2



速度ポテンシャルと速度ベクトル 流線と速度ベクトル

圧力と速度ベクトル



解4（対数関数）
複素速度ポテンシャル

を満足する。
1
r
∂
∂r

r ∂Φ
∂r

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟+

1
r2

∂2Φ
∂θ 2

= 0

f = m log z = m log r + imθ
速度ポテンシャル
Φ = m log r

流れ関数
Ψ = mθ



微分

わき出し吸い込み

f = m log z

df
dz

= u − iv = m
z

u = m
r
cosθ

v = m
r
sinθ

極形式

vr =
∂Φ
∂r

= m
r

vθ =
1
r
∂Φ
∂θ

= 0



ベリヌーイの定理
1
2
u 2 + p

ρ
= 1
2
0 2 + p∞

ρ

vr =
∂Φ
∂r

= m
r

vθ =
1
r
∂Φ
∂θ

= 0

p = p∞ −
1
2
ρ m

2

r2



速度ポテンシャルと速度ベクトル 流線と速度ベクトル

圧力と速度ベクトル



鏡像法の適用
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p = p∞ − 1
2
ρ
m2

r2
(2.69)

と求まる。これらの結果を図示化したもので図 2.9である。原点から動径方向
に平行に流線が配置されており、原点からのわき出し (m > 0)または吸い込み
(m < 0)を意味する流れとなっている。
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図 2.9 わき出し吸い込み解 (a) 速度ベクトル図と等圧
線図、(b) 流線 (実線) と速度ポテンシャルの等値線
(点線)

( d ) 壁面が存在する場合のわき出し流れ 壁面から h離れた位置に強度
mのわき出しが存在する場合のポテンシャル流れについて考える。この解析の
際に有効なのが鏡像法である。鏡像法では、壁面に関して壁面内部の対称な位
置に同じ強度mのわき出しが鏡像として存在すると考える。壁面を実軸に、わ
き出しを虚軸上に設定すると、複素速度ポテンシャルは

f (z) = m log (z − ih) + m log (z + ih) (2.70)

となる。速度ポテンシャルや流れ関数は

Φ (x, y) =
m

2
log
{(

x2 − y2 + h2
)2 + 4x2y2

}
(2.71)

Ψ (x, y) = m arctan
2xy

x2 − y2 + h2
(2.72)

となる。速度ベクトルは壁面では一切法線方向成分を持つことが許されない。そ
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のため、速度ベクトルに平行な流線は壁面に沿うこととなり、流れ関数が y = 0

の壁面上で一定値になっていなければならない。そこで流れ関数に代入してみ
ると

Ψ (x, 0) = m arctan 0 = 0 (2.73)

となってこの条件を正確に満足している。
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m
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mirror source
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図 2.10 壁面側のわき出し流れ

この流れの複素速度は

w =
m

z − ih
+

m

z + ih
(2.74)

であることから、デカルト直交座標系の速度 uと vは以下のように求まる。

u =
mx

x2 + (y − h)2
+

mx

x2 + (y + h)2
, v =

m (y − h)
x2 + (y − h)2

+
m (y + h)

x2 + (y + h)2
(2.75)

この表現から原点または無限遠方で速度はゼロになるので、そこでの圧力を基
準として p0 とするとベルヌーイの定理から圧力は

p = p0 −
2ρm2

(
x2 + y2

)

(x2 + y2 + h2)2 − 4h2y2
(2.76)

となる。結果の可視化図は図 2.11である。壁面が存在するためわき出し流れが
上方へ向かう流れへと変化している。

鏡の中に同じもの
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のため、速度ベクトルに平行な流線は壁面に沿うこととなり、流れ関数が y = 0

の壁面上で一定値になっていなければならない。そこで流れ関数に代入してみ
ると

Ψ (x, 0) = m arctan 0 = 0 (2.73)

となってこの条件を正確に満足している。
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図 2.10 壁面側のわき出し流れ

この流れの複素速度は

w =
m

z − ih
+

m

z + ih
(2.74)

であることから、デカルト直交座標系の速度 uと vは以下のように求まる。

u =
mx

x2 + (y − h)2
+

mx

x2 + (y + h)2
, v =

m (y − h)
x2 + (y − h)2

+
m (y + h)

x2 + (y + h)2
(2.75)

この表現から原点または無限遠方で速度はゼロになるので、そこでの圧力を基
準として p0 とするとベルヌーイの定理から圧力は

p = p0 −
2ρm2

(
x2 + y2

)

(x2 + y2 + h2)2 − 4h2y2
(2.76)

となる。結果の可視化図は図 2.11である。壁面が存在するためわき出し流れが
上方へ向かう流れへと変化している。
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図 2.11 壁面側のわき出し流れの解 (a) 速度ベクトル
図と等圧線図、(b) 流線 (実線)と速度ポテンシャルの
等値線 (点線)

( e ) 渦 糸 わき出し吸い込みの解と同様に対数関数であるが、そ
の係数が虚数である場合の複素関数を複素速度ポテンシャルとしておいてみる。

f (z) = iκ log z (2.77)

当然、実部と虚部が逆転しているので、速度ポテンシャルと流れ関数、複素速
度、速度成分 uと vが逆転している結果が以下のように得られる。

Φ(r, θ) = −κθ, Ψ(r, θ) = κ log r (2.78)

w =
iκ

z
(2.79)

u =
κy

x2 + y2
, v = − κx

x2 + y2
, vr = 0, vθ = −κ

r
(2.80)

また、圧力の導出には速度の大きさのみが依存するのでわき出し吸い込みと同
じ半径依存性の関数が

p = p∞ − 1
2
ρ
κ2

r2
(2.81)

と導出される。
図 2.12が結果で、原点に存在する渦糸 (vortex filament)がソースとなり周

囲の流体を回転させている様子が確認できる。ポテンシャル流れでは渦無し条
件が適用されており、学生諸氏の中には回転していない流れのみを取り扱って
いると誤解する人もいるようであるが、実際に速度の回転より
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ω =
∂v

∂x
−∂u

∂y
= − κ

x2 + y2
+

2κx2

(x2 + y2)2
− κ

x2 + y2
+

2κy2

(x2 + y2)2
= 0(2.82)

となり、この解は渦無し条件は満足している。特異点である渦糸が存在するこ
とで、周囲流体を回転させた流れとなっている。
さらに循環を渦糸が存在する原点を内包する積分ループ Cとして速度ポテン

シャルを積分することで評価すると

Γ =
∮

C
dΦ =

∫ 2π

0
dθ (−κ) = −2πκ (2.83)

となり、循環は渦糸の強度の 2π倍になることを意味している。
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図 2.12 渦糸解 (a) 速度ベクトル図と等圧線図、(b) 流
線 (実線) と速度ポテンシャルの等値線 (点線)

( f ) 壁面が存在する場合の渦糸 壁面が存在するわき出し流れの場合と
同様、図 2.13のように壁面から h離れた位置に強度 κの渦糸が存在する場合
のポテンシャル流れでは、鏡像として壁面内部の対称な位置に符号が逆の同じ
強度 −κの渦糸が存在すると考える。そのため、複素速度ポテンシャルは

f (z) = iκ log (z − ih) − iκ log (z + ih) (2.84)

となる。速度ポテンシャルや流れ関数は

Φ (x, y) = κ arctan
2hx

x2 + y2 − h2
(2.85)
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Ψ (x, y) =
κ

2
log

⎡

⎣
{

x2 + y2 − h2

x2 + (y + h)2

}2

+

{
2hx

x2 + (y + h)2

}2
⎤

⎦ (2.86)

となる。流れ関数は y = 0の壁面上で一定値になっていなければならないが、
流れ関数を確認すると

Ψ (x, 0) =
κ

2
log 1 = 0 (2.87)

となっており、壁面において法線方向速度は出現しないことがわかる。
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−κ
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mirror vortex filament

wall

図 2.13 壁面側の渦糸流れ

この複素速度ポテンシャルを微分して、複素速度は

w =
iκ

z − ih
− iκ

z + ih
(2.88)

となるので、デカルト直交座標系の速度 uと vの式は以下のようになる。

u =
κ (y − h)

x2 + (y − h)2
− κ (y + h)

x2 + (y + h)2
(2.89)

v = − κx

x2 + (y − h)2
+

κx

x2 + (y + h)2
(2.90)

速度は無限遠方でゼロであり、無限遠方での圧力を基準として p0とするとベル
ヌーイの定理から圧力は

p = p0 −
2ρκ2h2

{
x2 + (y − h)2

}{
x2 + (y + h)2

} (2.91)

となる。結果は図 2.14であり、圧力分布はわき出しの場合は壁近傍に急勾配が
出現していたが、渦糸になるとその特異点上方に急勾配が出現している。

鏡の中に逆回転



CFD-okamoto : 2016/7/19(17:0)

38 2. ポテンシャル流れ：非圧縮性

Ψ (x, y) =
κ

2
log

⎡

⎣
{

x2 + y2 − h2

x2 + (y + h)2

}2

+

{
2hx

x2 + (y + h)2

}2
⎤

⎦ (2.86)

となる。流れ関数は y = 0の壁面上で一定値になっていなければならないが、
流れ関数を確認すると

Ψ (x, 0) =
κ

2
log 1 = 0 (2.87)

となっており、壁面において法線方向速度は出現しないことがわかる。
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図 2.13 壁面側の渦糸流れ

この複素速度ポテンシャルを微分して、複素速度は

w =
iκ

z − ih
− iκ

z + ih
(2.88)

となるので、デカルト直交座標系の速度 uと vの式は以下のようになる。

u =
κ (y − h)

x2 + (y − h)2
− κ (y + h)

x2 + (y + h)2
(2.89)

v = − κx

x2 + (y − h)2
+

κx

x2 + (y + h)2
(2.90)

速度は無限遠方でゼロであり、無限遠方での圧力を基準として p0とするとベル
ヌーイの定理から圧力は

p = p0 −
2ρκ2h2

{
x2 + (y − h)2

}{
x2 + (y + h)2

} (2.91)

となる。結果は図 2.14であり、圧力分布はわき出しの場合は壁近傍に急勾配が
出現していたが、渦糸になるとその特異点上方に急勾配が出現している。
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図 2.14 壁面側の渦糸流れの解 (a) 速度ベクトル図と
等圧線図、(b) 流線 (実線)と速度ポテンシャルの等値
線 (点線)

( g ) ２重わき出し吸い込み マイナス 1乗の負冪関数を速度ポテンシャ
ルとしてみる。

f (z) = −µ

z
(2.92)

この関数もまた原点では特異点となっている。速度ポテンシャルと流れ関数は

Φ = −µ

r
cos θ, Ψ = −µ

r
sin θ (2.93)

となる。複素速度は

w =
µ

z2
(2.94)

で、速度成分は

u =
µ cos 2θ

r2
, v =

µ sin 2θ

r2
, vr =

µ

r2
cos θ, vθ =

µ

r
sin θ (2.95)

となる。この速度も原点から無限遠方でゼロになることは明らかで、その位置
での参照圧力 p∞ を導入すると

p = p∞ − ρµ

r4
(2.96)

となる。
この解を検討するため、強度mのわき出しを位置 (−δx/2, 0)に、同強度の

吸い込みを位置 (δx/2, 0)に配置した流れ場を考える。この複素速度ポテンシャ
ルは



解5（負冪関数）
複素速度ポテンシャル

を満足する。
1
r
∂
∂r

r ∂Φ
∂r

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟+

1
r2

∂2Φ
∂θ 2

= 0

f = −µ
z
= −µ

r
cosθ − i µ

r
sinθ

速度ポテンシャル
Φ = −µ

r
cosθ

流れ関数
Ψ = −µ

r
sinθ



２重わき出し吸い込み

f = −µ
z

df
dz

= u − iv = µ
z2

u = µ cos2θ
r2

= 2µr
2 cos2θ −µr2

r4
=
µ x2 − y2( )
x2 + y2( )2

v = µ sin2θ
r2

= 2µxy
x2 + y2( )2

微分

ベリヌーイの定理
1
2
u 2 + p

ρ
= 1
2
0 2 + p∞

ρ
p = p∞ −

ρµ
r4



速度ポテンシャルと速度ベクトル 流線と速度ベクトル

圧力と速度ベクトル



解6（円柱周りの流れ）

複素速度ポテンシャル

一様流れと２重わき出し吸い込みの線形結合

f =Uz +Ua
2

z



f =Uz +Ua
2

z

Φ =Ux + Ua2x
x2 + y2

Ψ =Uy − Ua2y
x2 + y2

速度ポテンシャル 流れ関数

u = ∂Φ
∂x

=U −
Ua2 x2 − y2( )
x2 + y2( )2

v = ∂Φ
∂y

= − 2Ua2xy
x2 + y2( )2

p
ρ
= p∞

ρ
− 1
2
U 2a2

a2 − 2 x2 − y2( )
x2 + y2( )2



速度ポテンシャルと速度ベクトル 流線と速度ベクトル

圧力と速度ベクトル



解6（円柱周りの流れ+循環）

複素速度ポテンシャル

一様流れと２重わき出し吸い込みと渦糸の 
線形結合

f =Uz +Ua
2

z
+ i Γ
2π
log z



速度ポテンシャル

流れ関数

f =Uz +Ua
2

z
+ i Γ
2π
log z

Φ =Ux + Ua2x
x2 + y2

− Γ
2π
arctan y

x

Ψ =Uy − Ua2y
x2 + y2

+ Γ
2π
log x2 + y2( )



u =U −
Ua2 x2 − y2( )
x2 + y2( )2

+ Γ
π

y
x2 + y2

v = − 2Ua2xy
x2 + y2( )2

− Γ
π

x
x2 + y2

p = p∞ +
1
2
ρU 2 − 1

2
ρ u 2

解析解



流線図（Γ変更による動画）



Γ = 0 .4πUa Γ = 3 .6πUa

Γ = 4πUa Γ = 6πUa



速度ポテンシャルと速度ベクトル 流線と速度ベクトル

圧力と速度ベクトル

Γ = 4πUa


